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摘要：框架柱的二阶效应是在多层及高层钢结构框架设计中考虑的一个因素，在以往文献中对于结构二阶效应的阐述一般是通过严谨的数学力学推导得出精确的杆件变形曲线方程，再通过杆件变形曲线与内力之间的微分方程得出杆件的整体刚度矩阵。这样得出的刚度矩阵往往是非线性超越方程，求解比较困难，且不易划分整体二阶效应和局部二阶效应。根据杆件一阶分析的弹性变形曲线，利用结构力学最基础的力法求解结构的二阶整体刚度矩阵；在此基础上,将几何刚度矩阵划分为两部分,进一步分析杆件在轴压力作用下的整体二阶效应（P-∆效应）和局部二阶效应（P-δ效应）。采用力法获得框架柱二阶刚度矩阵的方法，有利于初学者对二阶效应的理解，有利于设计者对结构规范的理解。
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[bookmark: _GoBack]Research on the second-order effect of steel frame column
based on the flexibility method
FAN Changjun1   LI Guo-hua2
(1.Department of Civil engineering, Shanxi Conservancy Technical Institute, Shanxi 044004, P.R.China
2. School of Civil and Transportation engineering, Beijing University of Civil Engineering and Architecture, Beijing 1100044,P.R. China)
Abstract: The second-order effect of frame column is one of the factor of multi-layer and high-rise steel frame. The second-order effect of columns was embodied in the geometric stiffness matrix, which derived by the meticulous differential function between deflection and internal-force. And the differential function was provided by the rigorous mathematical and mechanical derivation in previous literature, therefore, the stiffness of structure is nonlinear transcendental equation ordinarily, troubling in resolving, and difficult on distinguishing between the global second-order effect and local second-order effect. The paper derived the second-order stiffness matrix of column using flexibility method, which based on the first-order elastic deflection curve. The global second-order effect, P-∆ effect, and local second-order effect ,P-δ effect, under the axial force was studied further, through dividing the geometric stiffness matrix into two part. The procedure of derivation make the better of understanding on the second-order effect and the design code for the beginners and designers. 
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一般的结构分析是以一阶分析为基础的，即结构的平衡方程建立在未变形的结构体系之上。当结构构件存在较大轴压力时，如多层或高层框架结构的框架柱，一阶分析的结果将存在较大的误差，使结构分析的内力偏小，偏于不安全。我国规范对结构是否考虑二阶效应有明确的规定[1][2]，当框架柱存在较大轴力时，需要考虑结构构件的二阶效应
在传统的二阶效应分析中,对于结构杆件来说，结构二阶效应分析一般是以构件变形后内力与变形的微分方程为基础，通过求解微分方程得出杆件的变形曲线方程，然后通过变形与内力之间的数学关系得出结构的内力值，从而建立杆端内力与杆端位移的数学关系[3][4][5]。这种方法建立的方程是超越方程，求解过程复杂。本文以传统结构力学力法为基础，近似采用杆件一阶分析下的变形曲线，建立二阶效应下杆端力与杆端位移之间的关系。通过将轴压力P作用产生的弯矩的进一步分解，说明整体二阶效应（P-Δ）和局部二阶效应（P-δ）效应的含义。本文提出的方法虽然分析存在一定的近似性，但是对于理解结构构件的二阶效应有一定的直观性。
一、基于力法的框架柱二阶弯曲刚度分析
1.1正负号规定及一阶分析的弹性变形曲线方程




框架柱AB坐标系如图1a所示，框架柱两端弯矩和转角以顺时针方向为正，杆端剪力和位移与y方向相同为正。一阶弹性分析时，根据能量法并采用三次抛物线插值函数得到的杆件变形方程[4]为：

          （1）


其中表示杆件A端的水平位移和转角位移,表示杆件B端的水平位移和转角位移。



                                  (a)框架柱                   (b) A端产生位移v1      (c)A端产生位转角θ1       (d)  B端产生位移v2    (e)B端产生位转角θ2 
[bookmark: _Ref30725]图1 框架柱力法基本体系




将框架梁视为两端固定的超静定梁，并把框架柱两端位移进行分解为A端单独产生横向位移（图1b）、A端单独产生转角（图1c）、B端单独产生横向位移（图1d）及B端单独产生转角（图1e）四种情况，然后分别对各种情况进行分析。

1.2 A端产生已知水平位移的分析














采用力法求解单跨超静定梁，取悬臂梁作为基本体系（图2b），将A端剪力和杆端弯矩视为多余未知力，并分别绘制基本结构在作用下的弯矩图（图2c）和作用下的弯矩图（图2d）。采用图乘法计算得到杆件在作用A点产生的水平位移和转角分别，；在作用下A点发生的水平位移和转角位移分别为，。






(a)框架柱                   (b) 力法基本体系        (c) 图            (d) 图                               (e)图 
[bookmark: _Ref15790]图2 力法基本体系及弯矩图
当框架柱A端产生已知水平位移v1时，杆件在P作用下，任意截面的的弯矩方程为

                   （2）
从上式可知，弯矩为三次抛物线（图2e），根据单位力法计算杆件在外荷载P作用下，A点产生的转角位移和水平位移分别为：

            (3)
则力法方程为

                    （4）




求解力法方程（4），得到A端剪力和弯矩；根据力的平衡方程可得到B端剪力和弯矩：


                    （5）
用矩阵形式表达上式，并将刚度矩阵分解为两部分：

          （6）


其中部分为框架柱A端产生单位位移v1=1时，杆件一阶分析得到的结构抗弯刚度系数；部分为框架柱A端产生单位位移v1=1时杆件的几何刚度系数，反映了当杆件产生不可忽视的变形时，轴压力P对结构刚度的影响。

1.3 A端产生已知转角位移的分析

当杆端A产生已知位移时，在荷载P作用下杆件任意截面的弯矩为：

                       （7）


积分求解力法自由项和：

                    （8）
力法方程为：

                    （10）
求解方程得到A端产生转角位移时框架柱A、B两端的剪力和弯矩：


              （11）


利用结构结构对称性或反力互等定理，可以得到当框架柱B端分别产生已知位移,时，框架柱AB两端的剪力和弯矩。将以上的分析结果采用矩阵形式表达为：

   （12）
从上式可以看出，基于力法得到的考虑轴向荷载影响的刚度矩阵与能量法得到的刚度矩阵[4][7]形式一致。其中K1为杆件的一阶抗弯刚度系数矩阵，K2为杆件的几何刚度矩阵，是二阶刚度系数矩阵，反映了轴压力P对结构刚度的影响。杆件轴力以压力为正，即构件存在轴向压力时，杆件的刚度减小；当杆件存在轴拉力时，杆件的刚度增加。
二、 几何刚度矩阵探讨
以A端发生v1水平位移为例，将基本结构在P作用下的弯矩（图3a）分解为两部分：一部分为三角部分记为m(x)11，该部分弯矩为A端发生水平位移v1时，杆件不产生局部变形时产生的弯矩（图3b）；另一部分记为m(x)12，为A端发生水平位移v1后，杆件产生局部变形产生的弯矩（图3c）。两部分弯矩m(x)11和m(x)12表达式为：                                   
 

  （13）




 (a) 图             (d) 图             (e) 图
图 3 杆件弯矩图分解
采用图乘法计算两部分弯矩在框架柱A、B两端产生的水平位移和转角分别为：


       （14）




其中,为框架柱A、B两端在m(x)11作用下产生的杆端位移，实际上就是P-∆作用的结果。而，为框架柱A、B两端在m(x)12作用下杆端产生的位移，实际上就是P-δ作用的结果。分别建立框架柱在m(x)11、m(x)12单独作用下力法方程，并求解到两种状态下杆端剪力和弯矩。
m(x)11单独作用时框架柱A端的剪力和弯矩：


解得              （15）
m(x)12单独作用时框架柱A端的剪力和弯矩：


解得：          （16）
则框架柱AB在A段竖向荷载P作用下A端的剪力和弯矩为两种情况的叠加：

                           （18）

对框架柱AB两端的各种位移情况进行相似分析，得到杆件两端的剪力和弯矩，并用矩阵形式表达，可以得到框架柱AB的几何矩阵为

            （19）


从上式可知，框架柱几何阵可分解为两部分：第一部分是由于杆件整体弯曲即P-∆效应产生的几何刚度系数矩阵，第二部分是由于杆件的局部弯曲产生即P-δ的几何刚度系数矩阵。本文基于力法得到的框架柱考虑二阶效应的几何刚度矩阵与参考文献[7]中几何刚度矩阵相同。
在上述推导过程中，杆件变形曲线方程用的没有考虑轴向荷载P作用的下弹性扰度方程，因此分析结果存在一定的误差，若想得到精确的结果，杆件的弹性扰度方程必须采用考虑P作用下精确的扰度方程。
另外本文分析杆件是以理想的铅直杆件为基础的弹性分析，并没有考虑在实际中杆件可能存在初始弯曲和荷载偏心，所以实际的P-δ效应会小于实际结果。
三、结论
本文采用传统的力法推导了考虑轴向荷载影响的刚度矩阵，并对几何矩阵进行了详细分析，通过分析可知：
（1） 框架柱轴力对结构刚度存在一定的影响：当框架柱受压时，杆件的刚度减小，相同杆端位移情况下，框架柱两端内力相应减小；当框架柱受拉时，杆件的刚度增加，相同杆端位移情况下，框架柱两端内力相应增加。
（2） 几何刚度矩阵可分解由于柱端横向位移引起的几何矩阵与由于杆件弯曲变形引起的几何矩阵。由柱端横向位移引起的几何矩阵可视为结构分析中的P-Δ效应，而由杆件弯曲变形引起的几何矩阵对应结构分析中的P-δ效应。
（3） 根据本文的分析过程可知，由于框架柱主要以受压为主，因此结构的二阶效应对结构的刚度是一种减弱。
本文推导方法比较简单，有利于初学者对二阶效应的理解。对设计者对规范的理解也有一定帮助。
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